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A. TEME RECAPITULATIVE

Capitolul 1

Algebra, geometrie, trigonometrie.
Clasele IX-X

1.1. Multimi de numere. Elemente de logica matematica

e Multimi finite. Reguli de numiirare

O multime este finitd dacd are n elemente, n € N.

O multime este infinitd dacd nu este finita.

O multime 4 < R se numeste mdrginiti daca 3 m, M € R astfel incat m < x < M,
VxeA

Regula sumei: Dac3 un anumit obiect 4 poate fi ales in m moduri, iar un alt obiect B
poate fi ales in » moduri, atunci alegerea ,lui 4 sau B” poate fi realizatd in (m + n)
moduri.

Regula produsului: Daci un obiect 4 se poate alege in m moduri si daca dupa fiecare
astfel de alegere, un obiect B se poate alege in n moduri, atunci alegerea perechii
(4, B) in aceasta ordine, poate fi realizatd in m - n moduri.

x, x>0

e Modulul unui numar real: \x| =
-x, x<0

a)lx|20,VxekR;

b) x| =], Vx ek

x-y =k, vr.yek
|| _ b

=— VYxeR VyeRk;
vl '

e) =l S+ y <+, VX ¥y e R,
Dixl=a,a>0x=1a;
g)fa—asx<aeoxel-aa,a>0;
h2aex<—asaux>a&x e (-0, —a) U la, +w),a> 0.

o Partea intreaga si partea fractionara

Se numeste partea intreagd a numarului real x, notata [x], cel mai mare intreg mai mic
sauegal cux. Deci[x] € Zsi[x] <x<[x] + 1,V xe R

Se numeste partea fractionard a numarului real x, notatd cu {x}, diferenta dintre x si
partea lui intreagd. Deci {x} € [0, 1) s1 {x} =x—[x], Vx e K.



Proprietiti:

yxelk ktl)ykeZ=[x]=k b)[x]|=xoxeZ o {x}=0;
c)[x+nu]=[x]+n,VxeR,neZ d){x+nt={x},VxeR neZ
e)x—1<[x]<x,VxeR

o Inegalititi remarcabile (pentru doua numere reale)

a) Inegalitatea mediilor: V a, b > 0 avem:

a+b

min(a, b) < 121S ab <

7+v~
a b

b) Inegalitatea Cauchy—Buniakovski—Schwartz:

a,b,x,y € R, (ax+ by)’ < (a*+ b)(x* +7);
¢) Inegalitatea lui Bernoulli: o> 0, ¥ > -1, r € ¢, (1 + o) > 1 + ra..
¢ Principiul inductiei matematice
Propozitia p(n) este adevérata pentru V n € N daci sunt verificate conditiile:

1. Propozitia p(n) este adevarata pentru n = 0;

2. Din presupunerea cd p(n) este adevaratd pentru n = k, k € N rezulti ca este ade-
vdratd pentru n = k£ + 1.

Etapele inductiei matematice:

L. Verificarea propozitiei: pentru n = 0 verificam daca p(0) este adevirat;

. Demonstratia: p(k) — p(k + 1). Presupunem ca p(k) este adevirata si demon-
stram ca p(k + 1) este de asemenea adevirata. Daca cele doud etape sunt validate,
atunci are loc
Concluzia: Propozitia p(n) este adevirata, V n e .

Formule care pot fi demonstrate prin inductie matematica:
n (n +1 )

<max(a, b);

a) 142434 .. +n= ,neN;

:ﬂ’%ﬂ,ne

)l +2 4. 44 :{n(n;l)} ,neN.
¢ Formule de calcul prescurtat
(a+ by =d"+ b +2ab; (a— b)Y =a*+ b*—2ab;
(a+b+cy=da’+b+c+2ab+2ac+ 2bc;
(a+b-cy=d+b +ct+2ab—2ac - 2bc;

b) U +27 +...+n° N

(a+ by =d*+3a®b +3ab” + b’; (a—byY =da*—3d®b +3ab* - b*;
@+ b =(a+b)(d® - ab+ b a-b =(a-b)a*+ab+b).
e Sume remarcabile

n(n+1) 5
1+2+3+...+}’I=T; 1+43+5+...+2n-1)=n"
2422 +3 4t =—”(”+1§2”+1) L 24446 4.+ (2n) =-——_2"(”+13)(2”+1) ;
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2
P43 +5 +..+2n-1y :__”(4”3 v, 13+23+33+...+n3={

.'?(H-f—]):tz

PROBLEME PROPUSE

1. Demonstrati identitatea lui Hermite pentru » = 3. Pentru orice x € R si orice n € N,

n 2, avem [x]J{x+l}+[x+g}+...+[x+n—4}—[nx].

n n n
2. Demonstrati ¢ pentru orice a, b, ¢ € K avem:
A+ b+ +ab+ac+be= %[(a+b)2+(b+c)3+(c+a)2];
b+ +E=(a+b+c)—3a+b)b+c)c+a)
c)a' + b+ —3abc = %(a+b+c)[(a~b)2+(bc)z +(c—a)l;
dya’ + b’ + ¢ 23abe, pentrua>0,b>0,c>0.

3. Fiea, b, ¢ € R. Demonstrati ca:
A)a+b+c=0= (" + b+ =2a"+b'+ Y,
Dat+tb+e=1=a+bh+=1=2+b+—3abc=1.

4. Fiea, b,c € R, astfel incdta + b+ ¢ = 0.

a) Demonstrati ca

99 1 1
b) Calculati l+ —+———.
) i ;\/ K (k+1)

o 2°-1 (n+1)’—n
Tt ot e———,
'+1 2%+2 (n+1) +n+1
10
11

5. a)Determinati suma S ,, =

. 10
b) Determinati », dacd 1 <S, <

6. Fie a, b € R. Demonstrati ca:

2) max(a, b) = ——‘”bj"_b‘,min(a, py= atblazdl,

2
b)la+b|+la—b| < 2Na® +b .

7. Fiex,y,z e Rsia, b,c e {-1,0, 1}. Demonstrati ca |ax + by + cz| < x| + [y| + |z].

8. Fie x=7-4/2, y:xﬁ+\/5. Demonstrati cd l+le(i Q)

x y \5'5



9, Fie'a=y4" 7, =447 'Calcllatia + b,a— b, a - b.

10. Fie x =v99—7042, y =99+ 7042 .
a) Calculati mediile aritmetica si geometricd ale celor doud numere (in cite doua
moduri fiecare).

o 1
b) Calculati — +—.
X

11. Fie a, b, ¢ > 0, x, v, z > 0. Demonstrati ca:
2 2 2 2 ) 2
a b _(a+b a- b _(a+b+o)
a) —+ 2( ) ; b)—+—+—2g.
oy Xty x v z X+y+z

&

12. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati ca:

a’ b’ o a+b+c = ¢
a) + + > ; +—>a+b+c.
b+c¢ a+c a+b 2 b ¢ a

2

S AL

13. Fie a, b, ¢ > 0. Demonstrati c;
a’ b’ ¢’ 1 ] 1 a b ¢ _a b ¢
) s+ —+—-2—5+=5+—; b)—5+—+ —t—+—.
b ac ab a b b ¢ a ¢ a b

14. Determinatia >4, b >9 dacd a+bh <4va—-4+6vb-9.

15. Determinati a, b e ¥ dacd va’ —2a+2 +v4b" —12b+13 <3.

. . 1
16.Fie a, b, ¢ € [1, 3]. Demonstraticid=a+ b+ ¢+ 3(—+%+lj <12,
a ¢

17.Fiea>0,b>0,cua+ b= 1. Demonstrati ca [a+lj +(b+%) Z%‘
a

18. a) Demonstrati ca, dacd x, vy € K, [x] = [v], atunct |x — v| < 1.
b) ,,Reciproca” este adevarata?

19. Demonstrati ca, pentru orice x, y € B, avem {x} = ivi &x -y e 7,
¥ E] = Sy L

20. Pentru n € 1", calculati partea intreaga a numerelor:

a) '+ 2n b) I +4n; c) \m;

O (Wnei+dn=2)s o Wnedne10): (e -a)
21. Pentru »n € N, determinati sumele:

o) [V 2)+[V2 3 Je e [V v n): oy (W42 [V 21
22.Fiea, b € I=[2,4]. Demonstrati cia’ —3a—3b+12 < I.
23. Demonstrati ca dacd x, y € /=3, ), atunci xy —3x—3v+ 12 ¢ L
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24¢ Demonstrati prin inductie mdtematicd, pentru orice n € N':
a)l-2+2-3+3-4+...+n(n+1)—w;
1
b) —+ ] + ! ot ! -,
3-7 7-11 11-15 (4n—-1)(4n+3) 4n+3
c)2">2n+1,n23;
dn!'>2".Vvn>4,unden!=1-2-3-...-n

25. Calculati urmatoarele sume:
1 1 1 1 1 1 ] 1
a) —+—+—+...+ ; b) —+—F+—+..+ :
1.2 23 3.4 99-100 1.3 2-4 3.5 98-100
1 1 1

c) + +..+ .
V31242 54206 21424110

26. Demonstratica 7"+ 17 =M, V n e N.

27. Determinati numerele intregi x, y, stiind cd x° + 5x° = y* + 103.

28. Rezolvati ecuatia { 3x5+ 1 } + [ 6x1(J)r 3}

29. Determinati m € E daca ecuatia [2x + 4| — [x — 1| = m are solutie unici.

1
30. Fie n > 2. Determinati {n +n' -1 } + {—} .
n+n -1

31. Demonstrati cé:

a) {\/%T}<l, b) [\/nzﬂq}:} pentru n € .

2

32. Fie a, b, ¢ trei zecimale consecutive ale lui — Determinati a® + b* + ¢*.

33.Fiea, b, ¢ € K. Demonstrati ¢ (a — by’ + (b —c)’ + (¢ —a)’ = 3(a - b)b —c)(c —a).

« S D B 1 o
34.Dacia,b,ce R ,cua+b+c#0,s8 —+—+—=—— determinafi:
a b ¢ a+b+c
(a+Db)b+c)cta).

35. Determinati a, b, ¢, d € N, cua < b <c <d astfel incata! - b! - ¢! - 4! = 10!.

36. Fie a € R. Determinati 7 " J, dacd I = (1, @’],J = (0, 4].

—7&62 .
a +2a+3

37. Determinati multimea {a eR

38.Fiea, b € B, cua + b =4. Demonstrati ci a* + b* > 32.



3 5 7 2n+1
: 2+ B 2+ > t..+ 5 3
-2 203 3.4 n(n+1)

39 Determinati » € ™ daca >0,99.

40. Demonstrati ca exista o imfinitate de patrate perfecte (de numere naturale) avand
suma de forma 2" + 2"+ 2%, cum, n,p € N,

41. Determinati n € N, stiind ¢& A(n) =&, k € ", unde A(n) = 11 + 3! + 51 + (2n — 1)!.
42. Determinati (x, y) € Z x Z, dacad x* + 17 =x + y + xy.
43. Rezolvati ecuatiile:

a)x’ —[x] = 12; b)

—2x+1}:{x}; 0 _”x+1}:{x},neZ—{-l}.
3 L n+1

44. Rezolvati ecuatiile:
a _ 5a _
a) al 3}:x_+1_ b) 2x+1}: al 1; c) x—é}+[x+%}=3x—2.

3 4’

45. Rezolvati ecuatiile:

N S A A ot

46. Rezolvati ecuatiile:

a) [Ixl] = [[x1}; b) [ = }=X; o) [3vx]=x.

X +1

47. Demonstrati ¢, pentru orice n € N, avem:
a)9 4"+ 15n—1; b) 7| 3%+ 272 ¢) 210 | 7% 7.

- . *
48. Demonstrati ca, pentru orice n € N, avem:

135 2n-1 |
a) ———- <

"2 4 6 2n 2n+l’

b) (a+ b)Y < 2" (a" + b"), pentru orice a > 0, b > 0.

49. Demonstrati ca, daci n € N, avem:
a)2">n’ n2S5; b)2">n’, n>10; O3 >nt+t+1,n25.

P . *
50. Demonstrati c&, pentru orice n € N, n > 2, avem:

1 1 1 1 1
a) 1—l+l—l+...+ -—— = +...+— (Catalan);
2 3 4 2n-1 2n n+l n+2 2n
1 1
b) ! + ! + ! +...+—>—3.
n+l n+2 n+3 2n 24



1.2. Siruri. Progresii

e Sirul (a,) este marginit dacd existd a, b € R, astfel incit a <a, < b pentru orice n € 1.
o Sirul (a,) este marginit daca exista M > 0, astfel incat |a, < M pentru orice n € N,

o Sirul (a@,)sen+ se numeste:
— strict crescitor dacd a, < a1, V 1 e N';
— strict descrescator daci a, > apn, V n e N';
— crescator dacd a, < ap, V n e N';
— descrescitor dacd a, > ape, V1 € W,
—monoton (strict) dacé este crescator (strict) sau descrescator (strict).

o Sirul (a,)1 se numeste progresie aritmetica dacd a1 € R §i apn = a, +r, Vn > 1,
r € R, unde r se numeste ratia progresiei aritmetice.

Proprietiti:
a) Formula termenului general este a, =ai +(n— 1), V n > 1;
. L a_ +a
b) (an)m=1 progresie aritmeticd < a, = ———"=L ¥ > 2;
) ai, a, ..., a, sunt in progresie aritmeticd < a1 + a4, = a2 + Gn1 = ... = ar + i1,
Vk=1n;
(a1 +a, )n
d) S, =a,+a,+..+a, =——,Vnx1l.
2

e Sirul (b,)s=1 se numeste progresie geometricd daci by € R” §i b1 = by - ¢,V 0> 1;
g # 0 se numeste ratia progresiei geometrice.

Proprietati:

a) Formula termenului general este b, = b, - g™,V n > 1;

b) (ba)nz1 € progresie geometricd < b =b b,V n>1;
c) by, by, ..., b, sunt in progresie geometricd <> by - by, = by - by = ... = by + bpir,
Vk=1n;
b, E q#1
d) S, =b+b+..4+b, = q-1 ;
nb, q=1

PROBLEME PROPUSE

1. Scrieti urmétorii trei termeni ai sirurilor:

TR b) v2, 6, V12, V20, ...



2. Scrieti primii patru termeni aisirurilor definite prin:

a)a,=2n+1; b)a,=n*-n+1;
n n+l 2”_1
c)a,=(-1)"-2"" d)a,= .
In+1

3. Demonstrati cd urmatoarele siruri sunt marginite (n > 1):

. n+2 . n+5
a)a,=—-—; b) a, = : g)d = :
n+1 n+4 Con+2
_1 " 5 _1 i 4 2 _
d) a” :u’ c} uH = E(—]‘ .l.) ”” = f‘i 1 .
n+] n—(-1) no+1

4. Studiati monotonia sirurilor cu termenul general:

+1 3 5
a) a, = i ; b)ya, =n" +2n; c)a,=n —Sn+4;
2n—1
3n—1
d) i, = 4 ¥ e) a”:2+(—1)”; f)an:w'
3n+2 n +n

5. Studiati monotonia girurilor cu termenul general:

1
a) a,,:(l—lj(l—l)...-(l——j; b)a, = ] +—1—+...+ !
2 3 n n+l n+2 n+n
¢)a, =~n’+n-n; d)a, =~n"+1-n"+n.

6. Fie progresia aritmetica (a,).>1. Determinati a; §i » in cazurile:
[a|+a7=36‘ b) [a9+a”:484 _ a,+a; =0
la4+05=41’ la;+a, +a, =-189"

a) . :
a,+a. =16

a, +a, =a,—7 S,y =85 a, =39
d)q° 5 e) : fy <~ :
a,—a,=2a, S.=-3 a, =79

7. Fie progresia aritmetica (a,).»1. Determinati a; $1 Sy, dacd r = -2, a, = -4, S, = 50.
8. Determinati suma primilor # termeni ai sirului —1, 2, -3, 4,-5, 6, ... .

9. Intr-o progresie aritmetica cu numdr impar de termeni, suma termenilor de rang par
este 55, suma termenilor de rang impar este 66, iar produsul termenilor extremi este
21. Determinati ultimul termen al progresiei.

10. Suma primilor » termeni ai unui sir (a,)=1 este S,. precizati daca avem o progresie
aritmetica in cazurile:
a)a,=5n-1; b) S, =2n"+ 3n; e)S,=n'—-n+7.

11. Demonstrati ca sirul (a,)s») este progresie aritmeticd dacd si numai dacid existd
o, p € R astfel incat a, = an + .

12. Determinati S5 pentru progresia aritmeticd (a)n=1, stiind ¢a as + a¢ + ag + ai = 40.

10



13{ Intr-0 progresie aritmeticd se'stie'cd Sy = 100, S30 = 900. Determinati Sso.

14. Determinati suma tuturor numerelor naturale de trei cifre care impartite la 68 dau
restul 5.
15. Fie progresia geometrica (by,),=1. Determinati big, b2s 81 S, daci:
1 1
a)b1:3,b4:24; b)b5:5,b6:80; C)bsza,bgz—z.

16. Pentru progresia geometrica (5,)1, determinati &, si ¢ daca:
a)bi+by=15, b+ by =20,
b) [72~b| :6, b4*b3:54;
C) b +by=8,b+ b+ b3=26;

d)bz+b4:»5—’b]+b2+b321;
16 S

e)bi—ba+bs=a, br—by+bs=2a,ac R,
f)b1+b3+b3:a,bg+b3+b4:4a,aGR*.

17. Stabiliti daca sirui cu termenul general urmitor este progresie geometrica:

a) b, =2""% b) b, =3"", ¢) b, = [%] ;

d)by=2"—1; e) by=2"+3" )b, =n+nnell.
18. Fie a, b. ¢ € R". Determinati x € & dacdavem = a+x,b+x, c+x.

19. Determinati x € K dacd avem ~ 1, x,ysi = 1,x,y + 9.

20. Fie S, = by + ba+ ... + by si == (by)s=1. Demonstrati ca S, - (S, — S2,) = (S — Si)’.
21. Determinati a, b € R dacd avem +a, b, 9 st <+ a, b, 12.

22. Determinati @, b, ¢ € B dacd avem abc =512, =+ a,b,csi+a—1,b-1,¢- 5.
23. Fie progresia geometrica (b,)n=1. Determinati Ss, dacd S3 =4, Sg = 6.

24. Fie progresia geometricad (by)p=( cu Py = bi1h2...b,. Stiind ca Py = Ps, calculati Pe.

25. Fie = a, b, ¢, d. demonstrati ci a+d>b+c
26. Determinati progresiile geometrice (a,) si (b)) dacd a1 = by, a2 =b) + by, ax + a3 =
=bytbs,aneN,byeN,Vnell.

27. Calculati numirul a=4+44 + 444 + ..+ 44.. 4 .
——

100

28. Fie sirul (an).e1 definit prin a1 = 1, @y« — 2a, = 1, ¥V 1 2 1. Demonstrati ca sirul
(bn)n=1 definit prin b, = 1 + a, este progresie geometrica.

29. Determinati numdarul termenilor supraunitari din progresia geometrica (b,), daca

o 1
b, =2026 si ratia este ¢ = 5
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30. Calculati suma primilor 30 de termeni ai unei progresii aritmetice, daci Sio = S.

31. Demonstrati cd daci 6’ 2 si 16 sunt termeni ai unei progresii geometrice, atunci

si 8 este termen al progresiei geometrice.

32. Demonstrafi cd dacd 43, 31 si 15 sunt termeni ai unei progresii aritmetice, atunci si
3 este termen al progresiei aritmetice.

33. Determinati al cincilea termen al unei progresii geometrice (b,)n»1, daci 4b, + by =
=16b3— b = 3.

34. Fie sirul (a)pz) definitprinar =1, a ., =a, +

n+1 " 2

n +n

. Determinati ajo.

35. Fie sirul (a,)-1 < N. Demonstrati cé sirul are termenul general b, =a, este pro-
gresie geometrica.

36. Fie progresia aritmeticd + (a,).=1, cu a; = 1 siratia » = 17. Determinati cel mai mic
termen a,, n > 2, care este patrat perfect.

37. Fie progresia geometricd (b)) cu by = 2048 si ratia ¢ = 3 Determinati termenit
progresiei care sunt patrate perfecte.
38. Determinati termenul general al sirului (a,),= definit prin:

Aar=1,am=3a,—-2,Vn>1, b)ai=2, a1 =a,+

>

nwan
39. Fie progresia geometrica (b,).=1. Demonstrati ca by - by - ... - b, = (,/b]b" )n .

40. Demonstrati cd numerele V2 , V3.Vn nu pot fi termeni ai unei progresii:
a) aritmetice; b) geometrice.

1.3. Functii. Functia de gradul |

o Fied,B=D,f: A—> B senumeste functie definita pe 4 cu valori in B, daci orici-
rui x din 4 i se asociazi un unic element y din B.

A se numeste domeniu de definitie, B se numeste codomeniu, iar f se numeste lege
de corespondentd.
e Graficul unei functii este multimea: Gr= {(x, f(x)) | x € 4}.
e Proprietati:

a) /1 R — R se numeste functie pard daca f(—x) = f(x), Vx € R;

b) f: R — R se numeste functie impard; f(—x) = (x), Vx e R;

¢) f: R — R se numeste functie periodica daca exista T > 0, astfel incat f(x + T) =
=f(x),Vxek;
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